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Funciones generadoras de los nUmeros impares no primos.

Un ndmero impar no primo, en adelante, un niumero compuesto puede expresarse en forma
general asi 2M+1 = (2x+1)(2y + 1) ; para todo X;¥ € IN* = IN - {0}.

La funcién obtenida de la expresion anterior: M = 2Xy +X +Y es la funcion que llamo funcion
generadora de los niUmeros compuestos, y es al mismo tiempo el subconjunto de los niumeros
naturales a partir del cual se obtienen todos los nimeros compuestos sin mas que multiplicarlos
por dos y sumar uno al resultado. El subconjunto complementario de éste respecto del conjunto
IN* = IN-{0} es aquél a partir del cual se obtiene el conjunto de los nimeros primos, |P
realizando la misma operacion.

Definido el conjunto M por extensién:

x =1, my =3y+1=144,710,13,16,......... o} = 2m;+1={915721,27,.......... o}
X=2 Mp=5y+2={7,12,17,22.............. oy = 2m,+1={152535.45......... w0}
X =3; mg=7y+3=1410,17,24,31,........... oy = 2mz+1={21,3549,63.......... o0}
X =4; my =9y+4=1{13,22,31,40,........... oy = 2my+1={27,45,63,81.......... o}
x=k:m=(2k+1) y+k = 2m+1=2k+1)(2y+1)

Si X =k es un valor para el que (2k+1) ¢ IP my est4 incluido en todos y cada uno de los
subconjuntos correspondientes a los valores Mj a partir de los cuales se obtienen los nimeros
primos que forman parte de la descomposicion factorial
de (2k +1) =(2m, +1)"(2m, +1)%........ (2m, +1)7 de tal forma que M puede redefinirse mas
adecuadamente, aunque no es obligatorio, de la siguiente manera:

M = 2Xy+X+Y para todo X;¥ € IN*. tal que: (2X+1) € IP | siendo (2X+ 1) uno y cualquiera
de los numeros primos que forman parte de la descomposicion factorial de 2m+1)

Un ndmero compuesto de la forma (4m-1) puede expresarse de forma general asi:
4m -1 = (4x - 1)(4y +1); para todo X;y € IN* =IN—{0}. donde M =4Xy+X-Yes lo que
llamo funcién generadora de los nimeros compuestos de la forma (4m-1) y es al mismo
tiempo el conjunto de los nimeros naturales a partir del cual se obtienen todos los nimeros
compuestos de la forma (4m —1).

Definido el conjunto M  por extension:

x=1 m;=3y+1=1{4,71013,,......... o} = 4my —1=41527,39............ 0}
X =2 Mp=7y+2=1916,2330.......... o} = 4m, —1 =435,63,91............ )
X =3 My =11y +3 = {14,25,36,47......0} = 4mz —1 = {55,99,143,......... o)
X = 4: my =15y +4 = {19,34,49,64......0} = 4my — 1 = {75,135,195, ....... 0}

x=k:mg=(@k-1) y+k - 4m -1 = (4k — 1)(dy + 1)



Si X =K es un valor para el que (4k—1) ¢ IP my esta incluido en todos y cada uno de los
subconjuntos correspondientes a los valores Mj a partir de los cuales se obtienen los
ndmeros primos de la forma (4mj -1) que formen parte de la descomposicién factorial de
(4k - 1). , Y como veremos a continuacion, siempre existe un numero impar de numeros
primos con exponente impar, de esa forma.

Supongamos que no es cierto, es decir, supongamos que existe un (4m —1) para el que se
cumple:

4m—1=TI(4m; +1)"  TI(4m; - 1)%" TI(4m, — 1)1+2"
(4mj+1) € IP para todo j; (4mi-1) e IP para todo I; (4m-1) € IP para todo K;

Resulta que:

[1(4m; + 1) = 4M; + 1 : My € IN  para todo [j
1(4m; + 1)*" = 4M, + 1 : My € IN  para todo Fi
T1(4m; + 1)M"™ = 4M3 + (-1)* : M3 € IN  para todo Ik

De forma que:

am-1=(4M;+1)(4Mz +1 ) (4Ms + (-1)* ) = (4M1 +1 ) (AMs + (-1)¥ ) =

Si k espar, 4m_1:<4M12+1><4M3+1>:4M+1

Tal igualdad no es posible pues no existen dos nimeros naturales M, M para los que se cumpla
IM-1=4M+1=2m-1=2M

am-1=(4Mp+1)(4Mz -1 ) =4M-1

Si kK es impar, que es posible.

Asi pues M puede redefinirse mas adecuadamente, aunque no es obligatorio, de la siguiente
manera:

M =4Xxy+X—Y para todo X;¥ € IN*. tal que: (4x—1) €IP | siendo 4X-1) uno vy
cualquiera de los numeros primos de la forma (4x-1) que formen parte de la descomposicion
factorial de (4m—1),

Un ndmero compuesto de la forma (4m +1) puede expresarse en forma general de una de las
dos formas siguientes:

dm; +1 = (4 -1)(4y—-1); paratodo Xy € IN*=IN-{0}. donde M1 =4xy—-x-y
4mz +1 = (4x+1)(4y+1); paratodo X;y € IN* =IN—-<0}.  donde Mz =4xy+Xx+y



Ambas funciones mlym2 son lo que llamo par de funciones generadoras de los numeros

compuestos de la forma (4m+1) y son al mismo tiempo los subconjuntos de numeros

naturales a partir de cuya unidon se obtienen todos los numeros compuestos de la forma
(4m +1).

Definido el conjunto M1 por extension:

X =1 My =3y—1: {2,5,8,11,, ......... OO} = dmq +1 = {9,21,33,45 ............ OO}
X =2 My =Ty—2=451219,,,......... o) = AMp4+l={21,49.77.. ... o)
X =3 M3 = lly— 3= {8,19,30 ......... ,.OO} = dmiz +1 = {33,77,121, ............ OO}
X =4 Mg =16y —4 = {11,26,41,......... o} =  Amps+1 = {45,105, 165.......00}
Xx=k; my=0lk-1) y-k = dmy+1=(4k-1)(dy-1)

Si X =K es un valor para el que (4k - 1) ¢ IP myesta incluido en todos y cada uno de los
subconjuntos correspondientes a los valores Mj a partir de los cuales se obtienen los nimeros
primos de la forma (4mj -1 que formen parte de la descomposicion factorial de (4k - 1). Y
como vimos anteriormente, siempre existe un nimero impar de primos de esa forma elevado a
exponente impar.

Definido el conjunto M2 por extension:

x=1; my =5y+1=461116,21......... )y = 4myy +1 = {25,45,65,............ o}
X =2; My =9 +2=4{11,20,29,38....... o} = 4m,, +1 = {45,81,117........... o}
X =3; My =13y +3 = {16,29,42,55...,.0} = 4m,z + 1 = {65,117,169......... oo}
X =4; my =17y +4 = {21,38,55,72...... ©) = 4my4 +1 = {65,153,221........ 0}
X=k;my =0@lk+1) y+Kk = dmy +1 = (4k +1)(4y + 1)

Si X =K es un valor para el que (4k+1) ¢ IP my esta incluido en todos y cada uno de los
subconjuntos correspondientes a los valores Mj a partir de los cuales se obtienen los
ntmeros primos de la forma (4Mj—1) y/6 (4Mj+1) que formen parte de la descomposicién
factorial de (4K +1).

Proposicion:

) _ 1(1)n> ) rj
né+1 = (2 2 H(4XJ + l) : (4XJ + 1) S IP, para todo N € IN

Es decir, todos los nimeros primos que forman parte de la descomposiciéon factorial de n?+1
son de la forma (4X+1) si n es par, e igualmente (multiplicado por 2) si N es impar.

Demostracion:
A) Supongamos primero N par. N = 2N,

(2ne)?> +1=22n%)+1

2n3 = 2Xy + X +Y tal que (2x+1) € IP



Necesariamente X +Y = 2Z

2n2 = 2x(2z - x) + 2z
N2 =x(2z2—X)+z=2X2+z2—-x2 =2Xz2+72-x2-22+22 =22 +7—- (x - 2)?

Haciendo (X—2) =W = X=W+Z
nd=z224+z-w? =@Z+1)z-w?
W y No son de la misma paridad. Si ambos son pares:
No =2n; ; W =2W;
(2n1)? = 2(z+1) — 2wy )?
Necesariamente ha de ser bien: Z =4z, ¢ Z+1=14z7;
Sies Z+1 =4z, sustituyendo:
(n1)? =z:(42-1) - (W1)* = (n1)* + (W1)* = 7;(4z; - 1)
Pero la suma de dos cuadrados no puede tener factores primos con potencia impar, y como
sabemos (421 — 1) los tiene y Z1 no puede tener los mismos factores primos que (4z2;-1), de
forma que no puede ser: Z+1 =4z,
Z,W,No son de la misma paridad y X =W +2Z=2W; +4z; = 2(W1 +2Z1) = 2X1 debe ser par.
Por tanto todos y cada uno de los factores primos de (2n)2 +1 son en este caso de la forma
2x+1)=(0@Ax1+1) e lP
W y No son de la misma paridad. Si ambos son impares:
No=1+2n; ; W=1+2w; (1+2n3)? =z(z+1) - (1+2w;)?
Necesariamente ha de ser bien: Z=2z; 6 Z+1=22;
Si es Z = 271, sustituyendo:

(2n? +2n, +2w2 +2w,) +1 =2,(2z, + 1)

Necesariamente ha de ser: Z; = 1+ 27, resultando:

@n? +2n, +2wi +2w,) +1 = (1+22,)(4z, +3)

y por tanto:

2[(2n%2 +2n, +2w? +2w,) +1] = 2(2(z, + 1) - 1)(4(z, + 1) - 1) =
=22z, -1)(4z,-1) = (1 +2n1)% + (1 + 2w, )?



Pero la suma de dos cuadrados no puede tener nimeros primos de la forma (4m—-1) con
exponente impar en su descomposicion factorial.

Dado que (2Z;—1) Yy (4z,—-1) no tienen factores en comun, la igualdad anterior no puede
cumplirse, y debe ser siempre Z+1 =223

Z,w,n, son de la misma paridad y X=W+2=1+2w; +22;, -1 = —2(W1+21)—2X1—x

debe ser par. Por tanto todos y cada uno de los factores primos de (Zn) + 1lson en este caso
de la forma:

2x+1)=(0Ax1+1) e lP
Queda demostrado que la proposicién es cierta cuando N es par.
B) Supongamos N impar. N = 1+2n,

(1+2n5)% +1=2[2(n2 +no) + 1]

NG +No =2Xy+X+Y tal que (2X+1) € IP
Necesariamente X +Y = 2Z
N2+Ny =2X(22—X) +22 = 2(2xz —x? +2+122 - 2?) = 2(22+z—(x—z)2)
Haciendo (X—2) =W = X=W+Z
N2 +ne = 2(z° +z—w?)
B1) Supongamos No= 2N,
2n2+ny =22+z-w? = ni+n(n,+1) =z(z+1)-w?
por lo que N, y W son de la misma paridad.
2n+np =z22+z-w¥h=ni+w? =22-n2+z-n,
n2+w? =(z-n,)@Z+n, +1)
Supongamos Z—N, =273 +1
n? +w?2 = (2z; +1)(2n, +2z; +2) = 2(2z; + 1)(n, +2; + 1)
1°) Supongamos N, =2n, = W, = 2w, = N, +2; +1 = 22,

2y =2(z;—n,)-1



Sustituyendo:
4ng +4w? = 4z,(4z; — 4n, — 1) = N3+ W3 =2,(4(z, —n,) — 1) =425 —4z,n, -7,
N3 +4z,n, + W3 + 425 = 825 — 2, = 2,(82, — 1) = 2,(4(22;) - 1)

(N2 +22,)% + W2 = 7,(4(2z,) - 1)

Pero la suma de dos cuadrados no puede tener en su descomposicion factorial nUmeros primos
de la forma 4mM-—1 elevados a exponente impar y Z2 no tiene factores comunes con
8z, -1) porloque Z—N, #2z2; +1

zZ,w,n,, son de la misma paridady X =W+Z7= 2X1 debe ser par.

Por tanto todos y cada uno de los factores primos de (2n+ 1)2 +1 son, en este caso, de la
forma: (2X + 1) = (4X1 + 1) e lP

2°) Supongamos N; =1+2n, = w, =1+2w,
Sustituyendo:

4n3 +4n, + 4w + 4w, + 2 = 2(2z3 +1)(2n, + 23 +2)

2n5 +2n, +2W3 + 2w, +1 = (223 +1)(2n, + 23 +2) = 2(N5+n, + W2 +w;) +1
Necesariamente es Z1 = 2Zp +1

2(n3 +n, +Wi +wy)+1 = (42, +3)(2n, + 22, + 3)

4(nZ +n, + W2 + W) +2 = 2(4z; +3)(2n, + 22, + 3) = 4n,(4z; + 3) + (42, + 3)(22; + 3)

4n3 +4n, + 1+ (1 +2wy)? — 1620, — 12n, + (42,)% + 3 = (42, + 3)(22, + 3) + (422)? +3

2(n, —1-22,)% + (1 +2w1)? = (42, + 3)(22, + 3) + (425)% + 3 = 32(z,)? + 52z, + 21

2(n, —1-225))* + (L+2w1)® = (82, + 7)(4z, +3) = [4(2(z, + 1)) — 1][4(z, + 1) - 1]
Pero la suma de dos cuadrados no puede tener en su descomposicion factorial nUmeros primos
de la forma (4m—1) elevados a exponente impar y [4(2(z2 +1))—1]; [4(z2 +1)-1] no
tienen factores comunes y si tienen ambos un nidmero impar de ndmeros primos de la forma

(4m —1) con exponente impar.

Por tanto: Z1 * 223 +1



Z,wW,n,, son de la misma paridady X =W+2Z =1+2w; +1+2n, +2z, = 2X1 debe ser par.

Todos y cada uno de los factores primos de (2n + 1)2 +1 son, en este otro caso, de la forma:
2x+1)=(@Ax1+1) e lP

B2) Supongamos No=2n,-1
N3 +no =2z +z-w?)=(2n,-1)2+2n, -1 =4n?-2n, = 2(n?> +n,(n, - 1))
n2+n,(n,-1)=22+z-w? =z(z+1) - w?

Por tanto, N;y W son de la misma paridad.
n2+w?=22-n2+n,+z=(Z+n,)(z-n,+1)

Supongamos Z—N,+1=27;
n? +w? = 2z,(2z; +2n, — 1)

1°ySea N, =2n, = w=2w, = z, =2z,

Sustituyendo:

nz+w? =1z,(4z, +4n, - 1)

N2 —4z,n, + 422 + w? = z,(4z, - 1) + 422 = 7,(4(2z,) - 1) = (n, — 22,)% + w?

Pero la suma de dos cuadrados no puede tener en su descomposiciéon factorial nUmeros primos
de la forma (4m—1) elevados a exponente impar y Z2 no tiene factores comunes con
(Bz2-1) porloque Z-N;+1#2Z; en este caso.

Z,w,n,, son de la misma paridady X =W+2Z= 2X1 debe ser par.

Todos y cada uno de los factores primos de (2n+1)2 +1son en este caso de la forma:
2x+1)=(A4x1+1) e IP

2°ysea N, =1+2n, = w=1+2w,
Sustituyendo
22(N2 +n, +w, +W5) +1) = 22, (2z; +4n, + 1)
(2nZ2 +2n, + 2w, +2w%) + 1 = 23(2z1 +4n, + 1) necesariamente es : Z, = 22, + 1

(2n2 +2n, + 2w, + 2w5) + 1 = (2z, + 1)(4z, + 4n, + 3)

(2n2 +2n, + 2w, +2w2) +1-4n,(2z, + 1) = (22, + 1)(4z, + 3)



2(2n2 +2n, + 2w, +2w?2) + 2 —8n,(2z, + 1) = 2(2z, + 1)(4z, + 3)
4n2 —4n, + (2w, +1)% + 1 - 16n,z, + 1622 + 8z, = 2(2z, + 1)(4z, + 3) + 1622 + 8z,
(2n, —1-4z,)* + 2w, +1)% = 2(162% + 14z, + 3) = 2(2z, + 1)(8z, + 3)

(2n,—1-4z,) + 2w, + 1) = 22z, + 1)(4(2z, +1) - 1)
Pero la suma de dos cuadrados no puede tener en su descomposicion factorial nUmeros primos

de la forma (4M—1) elevados a exponente impar y (22, +1) ; (4(2z,+1) - 1) no tienen

factores comunes y si tienen ambos un niumero impar de factores primos con exponente impar,
por lo que Z—N; + 1+ 2z,.

Z,w,n,, son de la misma paridady X =W+Z = 2X1 debe ser par.

. 2
Todos y cada uno de los factores primos de @n+1)“+1 son, en este otro caso, de la forma:
2X+1=4x1+1 e IP

Queda pues demostrado que la proposicion también es cierta cuando N es impar.

Consecuencia directa de la veracidad de la proposicion anterior es la proposicion siguiente.

Proposicién: nZ+(n+1)% = [(4x; + 1)" . (4xj+1) € IP; paratodo N e IN

sinmas, @n+1)2+1=4n2+4n+2=2(2n2 +2n+1) =2(n? + (n+ 1)) = 200(4x; + 1)"

n? +(n+1)% = TI(4x; + 1)"



INFINITUD DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS PRIMOS DE LA FORMA (4n+1)

Supongamos que este conjunto fuera finito.
Sea Ho(4xj +1el productorio de todos los primos de esa forma.

2 2
(IT, (4% + 1)) +(IT,(4X; + 1) + 1) debe contener sélo nimeros primos de la forma (4X +1)

en su descomposicion factorial y no es posible.

(IT, (4x; + 1)) +([T, (4% + 1) + 1)? = 2(IT, (4% + 1)) +21T,(4x; + 1) + 1 == (4M + 1)(4x + 1)
2(11,(4xj+1))°  2Ml(xi+) 1

AM+1 = Ax+1 4xi1 T a1 debe ser un numero entero y no lo es porque si

1
son enteros los primeros dos sumandos, pero no lo es ax+1 . El conjunto no puede ser finito.
INFINITUD DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS PRIMOS DE LA FORMA (4n—1)

Supongamos que el conjunto es finito y que hay por tanto un dltimo primo de la forma
(4n, — 1) de tal manera que:

paratodo kK>0= (4(n,+k)—-1) ¢ IP

Si es kK= Ho(4xj_1) el productorio de todos los primos de esa forma excepto el dltimo
(4n, -1)

(4n, +k)-1) = (4(n, +I1,(4x; - 1)) - 1) = (4n, — 1) + 4IT1,(4x; - 1)

Pero en la descomposicion factorial de cualquier nimero compuesto de la forma (4m-1) hay

siempre un numero impar de factores primos de la forma (4x-1) con exponente impar.
(4n, - 1) +4I1,(4x; - 1) = 4x -1)(4M % 1)

_Ang-1 AT (4x-1)
(4M£1) = 4x-1 4x-1

Siempre uno s6lo de esos dos sumandos es un numero entero y por tanto lo supuesto no es

cierto. El conjunto no es finito, tiene infinitos términos.
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