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Seala funcion W=Re® (P+iQ).

Las funciones g, R, P, Q, son de la forma general : A= Ao + i A; donde Ao y A; son
funciones reales de variable real e i = J/-1.

Para la demostracion a continuacién haré : A; = 0 y eliminando los subindices,
innecesarios, escribo:

W=Rpe® (Pp+iQp)= Re® (P+iQ)....... ecuacion 1.......

Derivo esa funcién W e igualo esa derivada a la funcién : e® (f+i® ) donde fy ® son
de la forma general : A=A +iA; y, al igual que anteriormente, A; = 0y eliminando
subindices innecesarios obtengo:

w'=e#[ig(RP+iRQ)+(RP) +i (RQ) | =e®(f+i®)=
= fcosg — @ sing + i(fsing + ® cos g).

Obtengo dos igualdades identificando partes reales e imaginarias de la ecuacion
anterior:

(RP) —g'RO = fuuuun... ecuacion 2 ........ccceeeeeuene
(RO) +gRP =0 .......... ecuacion 3 ..........cceeeeennn.

Despejo P en (3) para trasladar a (2):

_ 9RO
P= Re

_ | o-(RQ) '_ ! _ o _ & g r_ 1 "ot
f= (H22) -gRO= & - E-0+ £ (RQ) - 1 (RQ)" -'RO

Multiplicando ambos miembros por (iﬁi) y reagrupando términos obtengo:

0"+ & - £ 0+ [& -5 &4 €)oo= %[ - i—',’@ ~gf |.(4)...

g 4

Esta ecuacion (4) parece una ecuacion diferencial de segundo orden en Q con
coeficientes variables, y efectivamente lo es; pero es mas que eso, ya que las cinco
funciones que aparecen en ella son funciones cualesquiera y por tanto podrian ser
también combinaciones de entre ellas mismas y/o de entre ellas y sus derivadas
primeras, segundas.....

Busco la solucién a la ecuacién (4) paraQenlaformaQ=Q (g,R, ®, f).
Necesariamente la soluciéon es una combinacién, en principio desconocida, de las
funciones primitivas:



I = I(fcosg——@sing) I, = I((Dcosg+fsing)
DEMOSTRACION:
QO=AL+BL = Af(fcosg— ®sing) +BI(®cosg+fsing)
Las funciones A y B son funciones a determinar.
Q' = A1 + A(fcosg — ®sing) + B'l, + B ®cosg + fsing
Q" = A{I +2 A'(fcosg — ®sing) + 4 (flcosg—g'fsing— o' sing—g’d)cosg) +B"L +
+ 2B'(fsing + ®cosg) +B(g’fcosg +f sing— g'®sing + (I)'cosg)
Traslado a (4):
”115(@/ - %(D ——g'f) = ®'(-Asing + Bcosg) +
+ ®(-24'sing + 2B’ cosg — Ag' cosg — Bg'sing +

+(%&- - %’/L)(BCOSg—Asing)) +f'(Acosg + Bsing) +

+f [ 24'cosg + 2B'sing — Ag' sing + Bg' cosg + (2&- - %)(Acosg+Bsing)] +

+I :A” + (_21122_'_ - %)A’ +A(%’L - i—/,'% + (g’)z) ] +

+1 B”+(%—%)B%B(%—i—?%ﬂg’)ﬂ] ........ ecuacion (5).........

De la igualdad anterior obtengo:

0 =fI(Acosg+Bsing)

1

+ = —Asing + Beosg

Puesto que f es una funcion cualquiera que no tiene por qué ser una funcion constante:

0 = Acosg+ Bsing

+ = —Asing + Bcosg

con solucién:



__ -sing _ SCosg
4= R ' B R

Contuntio haciendo:

A =-E cosg+ %sing
i (g’)z ( (R)”
= —£-cosg+ ~p-sing + %> - cosg—2 cosg+ sing
B =% sing— &
= —% sing — <5 cosg
" 1\2 "
B" = —£_sing - (gR) cosg+ < R g s1ng+2( ) cosg+g' o ®) sing - (R)

Son aconsejables las igualdades:

-R
R

Traslado los resultados a la ecuacion (5):

%(@’-—i}cb—g’f) -2y

B'cosg—A'sing; + = Bcosg—Asin _—I‘EI—=B'sing+A’cosg

+(D[2(B'cosg—A'sing) — g'(Bsing + Acosg) + (%’—gl— - i—’:)(Bcosg—Asing):] +

+f[2(B'sing + A' cosg) + g'(Bcosg — Asin)] +

" 1\2 I,
—£-cosg+ =3 L) sing+2—R—~sm—2(R) sing +
+ 1
RY . 1l " !
+————(RZ sing + (& - ,)( —cosg+ smg)——smg[RT———‘z-,—%
B " 12
"y —&-sing - = ©) cosg+2 gsmg+2(
2
R)" cos R" g R
——(Rz - —g )(-£- % sing — - R cosg) + g[T"?T

I

@ 2®) | 1,2 _ & 2 g —
—R—+(D[T+7(T—?)]+f(T+—k—)+0]1+O]2—

%[CD’ - Z—',ICD - g’f] ,como queria demostrar.

QUEDA DEMOSTRADO QUE LA FUNCION:

0 = L[cosg[(®cosg+fsing) + sing [(®cosg +fsing) ]...ecuacion (6)....



ES SOLUCION PARA LA ECUACION (4).

La siguiente eleccion de las funciones g y f permite realizar la demostracion anterior
mucho mas adecuadamente, pues se trabaja con la funcién exponencial en lugar de las
funciones trigonométricas. g = igo f=ifo y las ecuaciones (4) y (6)
resultan asi:

; gll 1 gll RI 2 _ gll
0"+ [_2115_ - EZ.]Q’ + [% - _Z—R. - (g0) ]Q = [CIJ’ — id) +g()f}..ec.(4.0)..

X[

Con solucion:
0 = =[e8 [(@ +He) + e [(@ - e) ]...(6.0)
También es conveniente para demostraciones posteriores hacer:
_1[a _ & '
1= [0~ oray]
para expresar las ecuaciones (4.0) y (6.0) anteriores asi:
o288 g L[ B8R _(o\2 0o =
0"+ [ - Lo [ & - B E _(g) |0 = Ho(d])

Con solucion:
0 = E%[ego I(_Ijg[_{?e—go) e I(iga—ego)](6l)

APLICACIONES

SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN
L+ px)y = T(x)
Hago, en (4.0) y (6.0):

Q = constante = 1 (por comodidad)
f=0

o +0(gh- L) =R - LR~ (g)R
8o 8o
Con solucion:

R = % [(De#0)



Derivando en esa igualdad:
R -glR=®

En relacién a la ecuacion del encabezamiento:

plx) =g~ 5 ; 7 _ e
0 g

10 = R = R~ Righ)s [Tl ™) = [[ @' - SR R ] =

= J'(ego(_gﬁ)/) _ .[(Reg"g()) = ego(ﬁoL) —j(egOR’) _eg0R+J'(eg0Rl) _ q)ejp(x)_

® = e‘jp(x).[j(T(x)eJ.p(x) + Co} ,como queria demostrar .(Co cte de integracion).

Existen mas formas de llegar al mismo resultado anterior y los que resolveré
posteriormente.

Por ejemplo, en este caso de la ecuacion diferencial lineal de primer orden, haciendo:
O = constante; 0 = ® sing — fcosg ; y trasladando a (4) y (6). También haciendo

R = e®; f= @ ytrasladando a (4.0) y (6.0) y resolviendo para Q'.

SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL DE BERNOUILLI:

4+ px)y = T(x)y"

De la demostracion inmediatamente anterior hago:7(x) = S(x)®" y multiplicando ambos
miembros por (1 —n)e™ , siendo M' = (1 —n)(gp — —‘z%), resulta:
0

[0/ = 20+ gif](1 - me! = (1 = n)e¥S()0" =

M (1 =m0 +@1(1 - n)(gh - £ | = (M),

0
1
— N €5 (1) _ (5 Y. B — ol o8 — ) (€5 y(1-n) =
(1= N)(£2)08(x) = (L0 ™)'s @ = glese] [(1 = m(£H)IS() |

_1
= e—Ip(x)[j'(l — n)(%)(l‘")S(x)] ™ ; como queria demostrar.

SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN, HOMOGENEA,
CON COEFICIENTES CONSTANTES.

a) El caso de dos raices reales iguales del polinomio caracteristico.

Hago,en (4)y (6) : R = ce®™;f=0; ®=d, g=cte. c,b,delR



0" +2bQ' +b*Q =0; con solucion:
0 = Le(cos’g +sin’g) [(d dx) = e¥*(C1 + Cax).
b) El caso de dos raices reales diferentes del polinomio caracteristico.
Hago,en (4)y (6) : R=ce¥™;f=0; ®=d; g =iax. ab,cdelR
0" +2bQ' + (b2 —a*)Q = 0; con solucién:
0= %e"b"[coshax_[(dcoshax) + sinhaxj(a’sinhax)] =
= 4 ¢=5%(C, coshax + Casinhax) = C11eb % + Cpe+aX
c) El caso de dos raices imaginarias del polinomio caracteristico.
Hago,en (4)y (6): R=ce™;f=0; ®=d; g=ax. ab,cdelR
0" +2bQ' + (b +a*)Q =0; con solucién:
0= %e"b"[cosax j(dcos ax) + sinaxj(dsinax)] =

= 4 gbx(Ccosax + Casinax) = .e™*(C1i cosax + Cx sinax)

SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO ORDEN,
COMPLETA, CON COEFICIENTES CONSTANTES.

Sélo resolveré un caso, si bien resuelve los tres. El caso de dos raices imaginarias del
polinomio caracteristico.

Hago, en (4.1)y (6.1): R = ae®; g=cx. ab,c,€IR
0" +2bQ' + (b? +c*)Q =0; con solucion:

0= %e"b"[sin cxj(a He”"goscx ) — cos cx_[(a Heb"csincx )] _

= e ™(C;cosax + Cysinax) + e’bx[sincxj(a——Hebx§°Scx ) — coscxj(a—Hebxjincx )].

SOLUCION A LA ECUACION DIFERNCIAL DE EULER O DE CAUCHY.

2 d% dy _
x*2r +axoo + by = S(x)

Sélo resolveré el caso de dos raices reales distintas del polinomio



caracteristico: m? + (a — 1)m + b = 0, si bien resuelve los seis casos posibles.
Las raices son:

= (50 + J(5 -b, m = ~(5h) - J(5h-b., [(5H)-b] 20

Hagoen (4.1)y (6.1) : R = ke?; g= cLx. c,d,k, € IRy c es imaginario puro como
veremos a continuacion.
En nuestra ecuacion del encabezamiento es:

2d+1=a : d=._2-1- : c=b—(—“—;i)2

Q= 1x4 [ sincLx j.(k—H"i?_;_”L" —coscLx I(k—HxiiigCL" ] =
= ’% [sinh[c|Lx _[(k—————de coshiellx y _ coshlc|Lx _f(kﬂﬁi;nyc-wi) ] =

_ ,% [( eICILx_;—iElLr ) J‘( e eICLlX;f!de ) = ( e|C|L"-Ee“|c|Lx ) J-( B ( excux_ze—mzx ))] _

II

- ] d
2[c| [e|c|Lx .[( Hx¢ ]c|Lx) — glelLx J'(ﬁ;_c_e]qu)] —

5D =5 J.( Hx(‘”) Jesh2+ )—x =1y _[( S l(“’ )2 )
— - | X R B e =
2 [(L;L)Z_b

= O CEHED o

41 |:x—(%)+ [(251)2-b J‘(H<“51> (b2 )t FER = neary I(H (&l >+/("- b ):|
J(a-1)*-b

como queria demostrar.

SOLUCIONES PARTICULARES DE LA ECUACION DE BESSEL Y ECUACION
TRANSFORMADA DE BESSEL.

Hago, en (4) y (6):

A=ZT{QI—-§—I,I; };—f=eIA; ®'+®<A—2R—}2,’)—R2e_~[Af—
Obtengo:

Q" +4Q +[R” (& _ & +R4e—2IAj|Q= 0

Con solucion:



0 = 1| Cicos( (Rze_IA)+C2 sin( (Rze—-[A) .
R

Hago:
4=2L. R=bx° conbecpelR
Asi:
| 2 _
Q”+ 21;+l Q’+[b4x4ce J. X _%(23‘_3_ 2;;+1)+ c(;zl) :|Q=O
Q/I + 21;+1 Q/ + [b4x4c_4p_2 _ % _2x£ _ 21;+1 ) + c(;l) ]Q =0
b* = a?

2_(r\2
Qu n 21;+1 Q/ " l:azxzr_z + p ;22) ]Q -0

Con solucién:
0= X_W%)[Cl cos([(ax™1) + Ca sin(f(ax"l)] -

= x D[ Cicos([ &) + Casin(f 57) |
Si ademas:
1

r=1; p=0; a=1. obtengo la ecuacién de Bessel para -n = -

C1 cosx+Cy sinx

x%y" +xy' + (x2 = (§))Y = 0 con solucién: Q = =

Pueden obtenerse estas ecuaciones no homogéneas y mas ecuaciones particulares
eligiendo adecuadamente a las funciones R ,P ,Q ,g ,f ,®.

Como dije anteriormente la eleccién ha de ser conveniente pero no es unica.

El lector podra comprobar como ejercicio las soluciones a otras ecuaciones
diferenciales cuya solucién es conocida.

SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO ORDEN,
COMPLETA, CON COEFICIENTES VARIABLES.

i"d—zxy— + ‘P% +Ay=H. coni,¥,H funciones cualesquiera.

Hago en (4.0) y (6.0): f=¢ = OR' —g'OR+0Q!' +y con o,y funciones cualesquiera 'y
suprimo el indice "0” en go, innecesario.

0" +[2R - £R]Q +[R' - &R - CORYIE
= o0l +0'Ql+ OR" - g"OR-g'O/R~-g'OR" +7' + (¢ - i,—’:)(GQ” +OR' ~g'OR +7).

Agrupando términos:

" / gy o' R (o — &VR_ (o) ]2 =

0" +[o' +o(g - £)-R| G +[-R - (€ - £IR-(g0)* | % =
)4

= —%[7/’ +y(g' - Z—I,’)] con solucién obtenida de: Q" - £0/ = —-L;



alx

+ Co] con Cy constante de integracion-.

0 = —eH‘[[%e‘j

Hago:R=0"; z= (g - —‘27)

0" +20" - [6" +6'21Z = T(x) con solucién: O/ = o[ (j(enjij(x)oe-[z + Co) +C }

Pero sihago: -[o" +¢'z]+ = B, con B una funcion cualquiera, " + o'z + Bz = 0,
resulta que o es la solucion de la homogénea haciendo: O/ = oy T(x)=0

Conclusién:
.z .z 2,
La solucién de la ecuacion: % + ‘P% + Ay = H.

es: Ql=o[(j‘(e—-[\PjHoeI\P+Co)+C1]

donde o es la solucién de su homogeénea: % + \P% + Ay = 0.
La solucién de la homogénea:

Proposiciénes:
a) Si o es solucion de la homogénea, también lo es: Coo, con Co una
constante cualquiera.

v

b) Si o es solucion de la homogénea, también lo es: Claj' -, con Ci
una constante cualquiera.

Demostraciones:
a) - (CoG)I = C()O'/
- (CoO‘)“ = CoG”
Coc" + WCoo' + Coro = Co(c" + ¥o' + o) =0

b) Sea y = no,con n una funcién cualquiera. Derivo:
y' = n'c +no'.Derivo: y' = 1o +2n'c’ + na" y sustituyo:

0=1n"c+2n'c' +nc" +¥(n'c+nc') +inoc =

=n(c" + Yo' + Ac) +1"c +2n'c’ +¥n'c = o(n" + 2% ' +Wnh).

J J

2 Cu. y=GI(

L=—(%+9). 7= C1)

o2

También haciendo H = 0 en las ecuaciones de la conclusién anterior:

10



%y +‘{1%+}Ly =0. es y= ()'l:(j(e”j\ycg) +C1}

.z .z 7 2 . N
Propongo como solucién a la solucién homogeénea: i’d{— + \P—‘g— + Ay = 0, la siguiente:

n' = - le-“w _[(e—-[\y _[(—le-[‘y j'(e_-[qj I(—-lej.\y ....... © = - /'Le-[lya
o' = e_IW(—‘I’ﬂ -Ao e-[q])
Sustituyo:

e_-f\P(—‘Pn—koe-[\P)+‘Pne—-[‘y+lc=0

A

Como demostré anteriormente, demuestro que: oo = crj es tambén solucién de la

homogénea (C; = 1 , por comodidad). i
oy = ﬂe_hf( eiw ) + ‘;{\v

v 2|y v
oé;=e”f“’(—\vn—mef“’>j(ei )+ “J AR

Sustituyo:

Iy, j el W+ g+ wre ) J( I)

¥ Cwr - aoel ) (=

+‘{fL + 20 [ ——I— - (wre 1Y do s wre 1Y + o) |

o

- 2| v -l
eJ.\PJr_n:e 2-[ __e—_["yﬂe;[ =0,

o2 o o
como queria demostrar.

EXPRESION GENERAL DE LA SOLUCION A LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE SEGUNDO

11



ORDEN, COMPLETA, CON COEFICIENTES VARIABLES CUALESQUIERA
. [w ¥
@+ w2 4 jy=H consolucién: y = o[j(e I [Ho eI ) Co +C1}

con Cy,C1,constantes de integracion y ¢ definido anteriormente.
DEMOSTRACION

-1 ¥
14

y=ol conl1=f( I1) conlq =.[Hae-[\y

o2

v
y’ =o'l +4—11

¥
y” = 0'”11 +0'¢ I +e—I‘y|11(—_¢,l - f;—) +H= (O’” +%¥o' +/I\P)I1 +H=H,

o2

como queria demostrar.

La solucién general como suma de la solucién de la homogénea, mas una
solucién particular:

:I( e;{w IHceIT)} = c[j(e;j; j.(HGeJ-\F):l +
+C00_I E;I; } = G[Ie_IWIHGeIW} +Coal:_[( eiw)} +Cio.

<
I
Q

Solo por conveniencia en la escritura hare:

a—el pesld¥i wo = 1o pa

A=[4 ; B=[B ; AB=[4[B) ; BA=[(B[4) ; ABA=[(4[B]4) ;
BAB = [(B[(4[B) :y asi sucesivamente llegamos a:

o = [(4[(B[(A.....0 = ABABA.......

= [(B[(A[(B.....0 = BABAB.......

o' = A[(B[A......0 = 4 BABAB....o=AT

' = [(B[(4](B......o = BABAB....%= B o

12



Una expresion a veces conveniente para o se obtiene asi:

o = ABABA.o = 4 BABA...0—[(B 4 ABAB...0) = An~ [(BA 0) =
=Zn—lﬂo+j(A§Zn)=Zﬂ—§ZG+ABAn—j(Bmo)=

—An-BAdo+ABAn~BABA o+ [(ABABA r) =

= (4 +ABA + ABABA + ......) — 0 (BA +BABA + BABABA + ......) -

—[(B o A4BABA.......0.)

(1 + BA +BABA + BABABA + ......) = n(A +ABA + ABABA + ......) -

— [(B o ABABA-0) =

=2 (4 +ABA + ABABA + ......) - [(B 6 ABABA.......)

derivo la expresion anterior:

o' (1 + BA +BABA + BABABA + ......) + 6B (A +ABA + ABABA + ......) =

= (% - 4.0") (4+4ABA+ ABABA + .....) + 0'(1 + BA+BABA + BABABA + ......) -

—B o ABABA........ 0
0B (A +ABA + ABABA + .....) = (% — 430") (4 +ABA + ABABA + ......)

1 e
o - {‘;o’ —ABo = 0 con solucién:

0 =A+ABA + ABABA + ......

o' =4 (1 +BA+BABA+ BABABA + ......)

6" =A' (1 + BA +BABA + BABABA + ......) + AB (A +ABA + ABABA + ......)

Sustituyo:

A' (1 + BA+BABA + BABABA + ......) + AB (A +ABA + ABABA + ......) -

—4' 4 (1 + BA +BABA + BABABA + ......) - AB (A +ABA + ABABA + ......) = 0

13



Asi pues:

o = [(4[(B (Ao = ABABA..oo0 = [A+ [ [(A[(B[(A) ]+ ..co = A + ABA + ....0

El caso particular: %ny_ +Ay=H

De la solucién general, haciendo ¥ = 0 , e_J.lP = cte = 1(por comodidad)
Con solucién para la homogénea:

y = IEAIEA). ... oo[j[ [1(_@1(_12» = [[H TEDTED ) ] +co} +c1} =

y= G[I(;I{(J.HO' + Co) + C1]

Demostracion:

o' =1 (VI ©

ol = (~A) TD1(A) o = (-A) ©

Y = T (A) 0 j[ e [H DT (A oo)]+

+(l(—,1)1(—,1)11(—/l) ________ = [(HTEDIEAT(A). 0 0)

"o (= L COICDICA ST _
V' = (W o[ & [Ho |+ seerets [HIEDT DA )

__(MIEDIEA.- 0 — — —
e [(H (DT @) + H

Sustituyo:

Para la homogénea: ¢” + Ao = -Ac + Ao = 0.  Co = C1 = 0 (por comodidad)
Para la completa:

(Mo [[ L [Ho | +H+

44 TEDTEDTCR) 0 || s JH DI DT ®) | =

14



(Mo [[ L [Ho | +H+io[[ K [Ho| = H

Es ahora momento de introducir lo siguiente:

La utilizacién de la expresion: o = [A+ [ [(A[(B[4) ]+ .0 = A+ ABA + ..o

no presenta mayor incoveniente que el que se presenta cuando nos tropezamos con

una integral cuya primitiva no esconocida, pero ese problema aparece ya en la ecuacién
diferencial mas simple: y' -4 = 0.

Con este método podemos, a veces, esquivar ese inconveniente, que se nos presenta,
por ejemplo cuando intentamos obtener la solucién de la ecuacion diferencial de
HERMITE:

y —2xy +2n=0. puesto que ya desde un principio es: [4 = j(e_jw) = [e¥
Veamos como:
Hago: y =zw,conzy w dos funciones cualesquiera.
y =2 wtzw'
Y=z wrzw +2z'w
Sustituyo:
Zwrzw 422w+ VY (Zwrzw )+Azw=0
S4ZQE +W) 4z (L +P(L)+A) =0

Donde ahora una eleccién conveniente pero no unica seria:

y tendria que resolver la ecuacién diferencial siguiente:
Dz (B AW (E)+A) =2 +z () + 2 +Y (3 +4) =
Zz[CB) + ()2 + () + Al=z"+z [(—%)’ - quz + A] =0
solucionandose ese inconveniente al ser ahora, nuestra nueva o :

o: = @ () + 5 - A @ [[F) + - 2] [0 =

ST(O+EADTE) +E A Lo =

15



ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR A DOS, COMPLETAS, CON COEFICIENTES
VARIABLES CUALESQUIERA.

Solucién a la ecuacion diferencial completa de orden tres con coeficientes variables
cualesquiera:
Partimos de las expresiones siguientes de la pagina 9:

0"+ [0 +og - £)-R|% +[-R - (g - £)R-(80)* | & =

"

= —%[7/’ +y(g - %)] con solucién obtenida de: Q" - £0/ = -L;

0 = —ej.%li r.])

Hago:

alx

+ Co} con Cy constante de integracion-.

y =nQ+w con 1,0, funciones cualesquiera.
n

@ -%5)=z

R =g yobtengo:

0" -2 (¢" +z6' —n) + (0 +)L = -L(0' +z0) = H con: o = — e_J-zj.(Hce-[z).

con solucién obtenida de: 0" - 2-0/ + L0 = —2; que, como demostré anteriormente
en las ecuaciones diferenciales de segundo orden completas, es:

0= Goz[f 3 [I( “"Z:Z_Iz j[Ha ejz) + Coj| + C1:| + C2:| con: Co,C1,Ca,

cosntantes de integracion, y: oo = [(o [(=} [(o j(;—” ........ o

Conforme pretendo solucionar ecuaciones de orden superior se complica la escritura de
las expresiones y por eso utilizaré la simbologia que yo he introducido anteriormente.

0 = 6ABC + CoondBoo + Ci00A + Cro02 =
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. z

=C2002+C1602I(;%:)+C2602 I(_c%;!(ﬁzc%_) +om I(GL%HI(G—WEELI(GHe_IZ)

Esta expresion de la solucion indica, como no podia ser de otra manera, que esta
compuesta por la combinacion lineal de tres soluciones linealmente independientes de
su homogénea, mas una solucién particular; y lo demostraré a continuacion.

La primera solucién para la homogénea: o0

o = 0 [(-122);

I ! o0 n .
Opp =0 I(—ﬂ——az )= 500

! !

mo_ o n o0 no 002 ! fed n —

Op =0 I(—U_GT) ) 002~ ¢ (17 + TI) — 35002 =
" ooz n o

=o" [(-n°%) - Fon - Fn

Sustituyoen la homogeénea:

o [(-n22) - Lo T+ (0 [(-12%) - Fow) - Lo [(-n %) + L7 ow =
- [J-n28)](0" + 20" - £ 00y~ oy -

=U(—-n%)](o’” +z20' — (6" +z6' —n)—n) = 0.

La segunda solucién para la homogénea: oo I(UL%Z)

(0 [(5)) = 0t [(5) + <%

(00 ()" = 0 [(2) + 35

(0 [(5N" = o0 [(F) + &5 +on g —on g
Sustituyo en la homogénea:

o [(2)+ 2 +oh T — ol +z (o [+ )~ EF R [+ )+

! n _ !
2 64, () = [ 00 [(5) [(08h +20% — T ot + L ow) +

/
I o I _gl n o _\2( % \/ n o2 (N n

tolh - — oL — - = (E)HE) + 55 = S (700)+ 55 =0.
02 0.%2 02 0%2 002 ( 002 ) ( [ ) 002 0‘%2 ( O.2 02) 002

17



_J‘Z
La tercera solucion para la homogénea: oo j(—— j(—‘-’ﬂ-——

)

K

O'OZ_[(———I(GozeI )—0'02|1 COI"I|1 "I(— l,) con I, = j‘(coze )

(Gozj(——— (25— me )) =op i+ 55 2

-J'z -_[z

!
(Gozj(——f( " ))” = op li+ o0 % l2+(o'oz 0:%22 Mo+ o= =oph + S5+

I ! ! __Z ’ _Z
(GOZI(——I(Goze ))///_O_rlr|+(aoz<7 +L"__.‘%%:_)|2+%ej _(%4_%)3.[ =

002

m 0520 a’ 0020’ z,7)?
=002|1+(62 T on ~ 22)|2_6e""
Sustituyo en la homogénea:
[ j' -l 2 ( )
04,0 " 00 - e o +ZO'—-T)
O'Ioléh ( 602 +—~—g02 —%-—)lz—-f,—e +Z(0’ oI+ 002]2+ —) - (0'0211+ 50 I2) +
02 02
!
+
4+ azn) Co =
! ! " !
" I (¢"+z0'—m) i (n+n) 02" ¢ Ons o _ (@"ze'-m) o | _
=I1[602 +20p — e (o2} ~—20gn |+ 02 + ) 0'%2 +Zz T T o

050 000" =m on _ o2 77002 _
=2|:—9§2_-—022_—_TE _I2 -( )+O'02 '_I2 -Og( )+O'02 _0

-lz
La solucion particular: oo [(-5 (25— .[aHe—IZ)

_IZ 3

0'02_[(__]‘( 0026 .[o-He I ) = o021 con: [1 = -[(;%2—]2) conl, = .[(22%_])

con: I3 = .[(O'He‘-fz).
(co2lh) =00l + &1

-1z -1z

o'oy e 1" ! e
- 6%:2 Yo+ ——D=0pli+ 5+ —5

o a/oz

(coal1)" = ogol1 + ( + 50 I3

502
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" ool ' / -1z
+"———;32L2)12+(%—%—°—2)e-[ L+H=

o002 o

" " ao’y
(co2l1)" = ogl1 + ( 0%22

n

() -\z
+—<’-——i‘;&)12—%ej L+H
o2

" o6’ o2
= 0-0211 + ( o.2 002
02

Sustituyo en la general:

n

" oo’ o' -1z
00211+(—62i+7;‘—02———6592—)12—%13ej +H+
02 02

/ -1z " I_, !
+Z(O’6’2]1 +—6—Iz+~;—]3e I )—E—Jri,—a—ﬂ (0'6211 +L12)+ (Tl:;zn) cnl =

c02 002

" " (6"+z6'-m) _I (n'+zm) oo’ 0 c'o, n
=N|op+ zop — 6 O0n+t 5 0w |+th| 5 5=+ 4 |
Co2 o2 Oz

+ L[-E + ] A mow
y queda demostrado.
Calcuioden yo :

Hago:
~ (0" +ze'=m) =p

(' +m) =q
Operando en ellas:

n= e_jz I(GTeIZ)

o +zo' +po = e—-(z _[(qujz ); ¢" +z7'6' +26" +po' +p'c +z(c” + 20" +po) = og;

6" +2z6"+0'(Z +22+p)+o(@ +zp—q) =0

Es decir, o es una solucién para la homogeénea:

6" +226" +0'(z' + 22 +p) +o(p' +2p—q) = 0y forma parte de la solucién de la ecuacion
diferencial que ahora se escribe:

0" +z2Q0 +pQ +q0 =H

Al igual que intui- pagina 12- que la solucion para la homogénea en la ecuacion
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diferencial de segundo orden era:

o = [(4[(B[(A......o0 = ABABA.......0 ahora propongo comos solucién de la homogénea
de tercer orden:

o = [4[B[(C[A[B[(C...c0 = ABCABC.......
o' = A[(B[(C[(A[(B](C.....0 =4 BCABC.....»

o = A'[(BJ(CU[B[(C.....0+ AB[(C [(4[B[(C......0 =

=A' BCABC........ o+ AB BCABC........ ©

y sustituyo:

A" BCABC........ w+2A'B CABC........ w+AB' CABC........ © + ABCo +

+2z (4" BCABC........ o +AB BCABC........ ) +

+(z' +z2 +p) A BCABC......o+ o(p' +zp—q) 0 = 0.
Operando en la igualdad anterior:

ABC=q-p' —zp

A +2z4 +A(Z +22+p)=0

2A'B+AB +2z4AB =0

Soluciono el sistema de tres ecuaciones con las tres incégnitas: A, By C

Obtenida o, obtendria 77, y con ambas: o, para con las tres obtener finalmente Q.

Razonablemente, la obtencién de las siguientes ecuaciones diferenciales lieneales de
érdenes superiores requie del mismo procedimiento seguido anteriormente. Obtenida la
solucién para la ecuacién diferencial de tercer orden, obtengo la de cuarto orden y asi
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sucesivamente.

El caso particular; 4 = B = M en: o = [(4[(B[(4[(B].....c0 = ABAB.......®
en la ecuacion diferencial lineal de segundo orden, requiere una mencion especial:

6 = [(4[(B[(A[(B o0 = ABAB-...o0 = 0 =
(M [(M [(M [ o0 = MMM 0 =

M? M? M? M [ M
Mo - 2o+ [ Y Mo = Mo— Mo+ 4 [ 4 Mo =

=0 i (1)) + j((—l)”+1 i}f"!—M*o) (nelNyn— o)

n=1

o (T3 (L) = ()" 206) + Co = 0 32 (-1°(20)

n=1 n=0
Por otra parte es:

o' =Mao;, < =M; o=keM k= constante = 1(por comodidad)

S M

-M — n=0
[y ey

e

Si M es una funcion tal que si V x € Dominio{M} es: lim ((-1)""' MMeM) =0

n—00
0

se cumple que: e™= 4~ > (-D)"(2).

n=0
Veamos algunos ejemplos.

M=ax

lim ((—1)””-(15!)1%“") =0, e®=y ((-1)"&=)=1-Fx+ ‘;—sz - %S!—x3 + .0

n—® n=0

Elcaso: a= l...... e*=1--1x+ X% — 4-x3 4 .0
a= -l e"=1+—]l|—x+%x2+—3l|—x3+...oo
a=1i F=l-dxtLx2-Lx34 0=

T Vessscccsssce - 1! 2! 3! "o -

- 1,2, 1. 4_ 1.6 il 1.3, 1.5 —
= (1= 5px°+ 57x" — 4% +..00) —i(4px — 57X + 57X +..0) =
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= cosx — isinx.

EJEMPLOS:
Voy a resolver la ecuacién diferencial:
L L& iwy=H pelR, p>(-1)
solucién de la homogénea: i—{ ~ 1L ixry=0
1° término)

[(Cp es Yy g

2° término)

p+d

[e P! [x) = f(xf(xp“%) = 1[G = L );i: = 2(pfz)(p+4)

3° término)

2P+4 2P+6

JoefGr Je fGr ! ) = JGce @ %gmi) = [ 2(p+3>)<(p+4>(2p+4> )= 2<p+3><p+)i><2p+4>(2p+6)

4°término)

3P+8

Je fet [ foon! [ e G [x) = 2<p+3>(p+4><2p+)i><2p+6>(3p+6>(3p+8>

solucién:

1 s x 2P+ 38
0 = 30+ Ghpw * GAEeAEe T GoraE G aeees | )
comprobacion:

;o L Xp+3 X2P+5 X3P+7
0 =2+ Gyt Toenmd T eaeer e | )

» @+3) X772 @p+5) x X Gp+7) X 3P4
0" = @+ TR+ Gopaad T G ems )
sustiuyo:

12 s P 378 ~
0= -390 + g + GaeHeaEe | GGG T )
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1 Xp+3 X2P+5 X3P+7
‘7X_(2x + (P+2) + (p+2)(p+4)(2p+4) + (p+2)(p+4)(2p+4)(2p+6)(3p+6) F o) +
1 @3y X7 Qp+5) x T Gp+7) X P _
t3 @+ (P+2) E2)E+hpts) T () (p+4)(2p+4)(2p+6)(3p+6) +.n00) =

— Ly(— p2(_1_ 1L, pt3 2+ 1 _ 1 (2p+5)
= 3 (2+2)+ 72 (-1 - 5 + 53) X e T eoeae T e ) T

+x3PHE(— 1 _ 1 + 3p+7
P H2pte) | @)t 2p6)3pte) T () () 2p4)2p+6)(3p+6)

)+ .0 =
— %(0+0xp+2+0x31’+6+0x41’+8 F0+ e

Una vez obtenida ¢ se obtiene o, como he indicado en paginas anteriores, y con
ambas, la solucién general.

Aprovechando este mismo ejemplo, hago:

dy  2d | p.,
Ty e X y=H

lucién de la homogénea: 4% — 22 +xPy =0
solucion de ia homogenea: 2 x @ +xry =

1° término)
- -2 3
eI = -

2° término)

p+s

j‘(xZI(xp—ZJ'xZ) = .[(xz.[(xp_zXTs)) = %.[(xz.[(xpﬂ)) =3 ii; = 3@52)(;%5)

3° término)

2P+6 2P+7

2 (02 [(+2 2 (+2Y — [(42 2 x™ _ X _ X
.[ (x .[ (x? .[ (x I (o .[ x%) = .[ (x J. (P 3(p+2)(p+5)) = .[ ( 3(p+2)(p+5)(2p+4)) = 35 @) 2t T)

4°término)

3P+9

.[ (x? .[ (72 .[ (x? I (o2 .[ (x? J. (72 I x?) = 3(p+2)(p+5)(2p+)j)(2p+7)(3p+6)(3p|—9)

solucioén:

2P+7 3P+9

1,3 X X X
O+ s T e T TS ere ) | ++:%0)

O =
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comprobacién:

2P+6 3P+8

X X
(P+2) (p+2)(p+5)(2p+4) + PP ) Gre0) + ...0)

o' = +(3x* +

o) x7° 2p+6) X 6 N (3P+8) x Y7

»_1
o =5 (6x+ 00 POEEE T GRS )

3

sustiuyo:

2P+7 3P+9

Xp+5 X X _
@+2)(P+5) T oD * (P+2)(p+5)(2p+4)(2p+7)(3p+6)(3p+9) + - 0)

P
0= —%—(x3 +

——(3x N i y 2P46 N x P48 b))+
(P+2) T e | @ @ ere) |

2P+5 3P+7

1 o) x7° @pt6) X (3p48) X

+5 6+ T+ o T eaeseaanere T )

S 3(_ 2 p+4 2p+5 2 (2p+6)

= L2+ x+x3(-1 - 25 + E5) + 5P (o ~ Gaeems T eoese )

2 3p+8

3p+T(_ 1 —
( (p+2)(+5)(2p+4)2p+T) (p+2)(p+5)(2p+4)(2p+T)(3p+6) T DS P GPHE)

+x 3Pt

)+ .0
= 10+ 0x73 + 0577 +0x77 +0....c......

Al igual que anteriormente, una vez obtenida o se obtiene oy, , y con ambas, la solucion
general.

Voy a resolver la ecuacién diferencial.

fo +‘de —ez-‘-‘{’y=H
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con solucién general:

y= Coe-[(e’j‘\y) + C1e_j‘(e_j‘y) + I(He-[\y e-{(e‘j‘y))

ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES.

El intento de realizar un trabajo con el titulo: "METODO PARA LA RESOLUCION DE
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES” es un ejercicio vano.

Sin embargo, con éste mi método, pueden resolverse infinidad de ellas.

Simplemente, haciendo en (4.0) y (6.0), por ejemplo, R=Q obtenemos la ecuacién
diferencial y su solucién siguientes:

00 +00 -40 -0 (L) = L@ ~£-0+gf )

con solucién:

0= [1[ef[(@+1)e®) + e [(@-Nes) ]

El nimero de posibilidades en incontable.Dependera de la habilidad del lector en
escoger adecuadamente las ecuaciones con sus soluciones, al mismo tiempo que los
adecuados valores de las cinco funciones de estas ecuaciones (4.0) y (6.0) o de
cualesquiera otras

(y son muchas) que el pretendiente pueda ingeniar para sus propositos.
HA REALIZADO ESTE TRABAJO:
NICETO VALCARCEL YESTE. LICENCIADO EN CC.FISICAS POR LA U.N.E.D.

La transcripcion de este trabajo al ordenador tendra seguramente mas de un error de
escritura, pero para un lector inmerso en él, no supondra ninguna dificultad, si bien
agradeceria cualquier sugerencia al respecto o a cualquier otro respecto.
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